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数学でパワーアップ！
すうがく

- 需要と供給に変身！-
じゅよう  きょうきゅう へんしん

こうよう  かんすう ひよう かんすう

効用関数と費用関数の数理
すうり
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しょうひしゃ こうどう こうよう

1ｰ➀ 消費者行動と効用



しょうひしゃ こうどう

「消費者の行動」とは、消費者が自分の所得や価格といった制約条件の下
で、自らの満足度（効用）を最大化する商品を選択する行動のことです。

購入商品の組みあわせ
こうにゅうしょうひん く

効用（満足度）
こうよう    まんぞくど

消費者の行動

A

B

C

M

M



完全競争市場における「上手な買物」のやり方として、限界効用と価格を比
較して、限界効用が価格よりも大きい時に、その商品を選択するというやり方
があります。限界効用と価格が等しくなるまで買物を続けます。

最大満足のお買物（商品選択）
くら

価格 ＜ 限界効用 選択  

比べて!

価格 ＝ 限界効用 選択  

価格 ＞ 限界効用 選択しない  

限界効用価格

さいだいまんぞく かいもの しょうひんせんたく

上手な買物
かんぜん きょうそう しじょう じょうず かいもの

完全競争市場における (効用最大化）
こうよう さいだいか



たとえば、商品価格が100円であるときに、その商品に500円の価値がある
と思えば、その商品を購入をします。その商品に90円の価値しかないと思う
場合には、購入リストから外します。つまり、その商品は選択しないのです。

限界効用 ＞ 価格 選択  

限界効用 ＜ 価格 選択しない  

500円 100円 

90円 100円 

げんかい こうよう かかく せんたく

げんかい こうよう かかく せんたく

NO！



予算制約の下で、1円あたりの限界効用が大きい順に商品を選択し、価格=
限界効用となるところで買物を止めます。すると、1円あたりの限界効用は均
等になり、消費量（商品の組合わせ）の効用は最大化されます。

効用最大化の商品の組み合わせ
よさん せいやく  もと

価格 ＜ 限界効用 選択  

予算制約の下で

価格 ＝ 限界効用 選択  

価格 ＞ 限界効用 選択しない  

限界効用価格

こうようさいだいか しょうひん く あ

上手な買物
かんぜん きょうそう しじょう じょうず かいもの

完全競争市場における (効用最大化）
こうよう さいだいか



ちなみに、限界効用とは、商品1単位を追加購入した時に得られる満足度の
ことです。限界効用は、徐々に小さくなっていきます。

げんかい  こうよう

追加商品一単位の効用（満足度）
ついか しょうひん いちたんい  こうよう    まんぞくど

限界効用

1個目 ２個目 ３個目
いっこめ にこめ１ ２ ３ 個数

限界効用

さんこめ

限界効用逓減の法則
げんかいこうようていげん  ほうそく

S1



限界効用と区別するために、購入商品の組み合わせ全体から得られる満足
度のことを「総効用」といいます。たとえば、商品3個の総効用は、それぞれの
限界効用を足し合わせたものです。

購入商品の組みあわせ
こうにゅうしょうひん く

そう  こうよう

全体の効用（満足度）
ぜんたい  こうよう    まんぞくど

総効用

1個目

２個目

３個目

いっこめ

にこめ

１ ２ ３ 個数

総効用
さんこめ

＋

＋
限界効用逓減の法則
げんかいこうようていげん  ほうそく

S1



S1

げんかい  こうよう

限界効用と総効用の関係を整理してみましょう。限界効用は、次第に小さく
なっていきます。これは、総効用は、増加するけれども、その伸び率は次第に
小さくなっていくことを表わします。

そう  こうよう

総効用

1個目 ２個目 ３個目
いっこめ にこめ

１ ２ ３ 個数

総効用
さんこめ

＋ ＋

限界効用

１ ２ ３ 個数

限界効用

最大満足
さいだい まんぞく



せいさんしゃ こうどう ひよう

1ｰ② 生産者行動と費用



「生産者の行動」とは、生産者が自社の利潤を最大化させようと、生産量を
決めて、そのための原材料（生産要素財）の仕入れを行うことです。原材料の
組み合わせを選択してお金を支出することです。完全競争市場で予め販売価格が市場で
決められる場合、如何に費用を抑えるかが利潤最大化のコツになります。

購入原材料の組みあわせ
こうにゅう げんざいりょう  く

せいさんしゃ こうどう

費用
ひよう

生産者の行動

原材料

生産要素財

資本、労働

げんざいりょう

せいさんようそざい

しほん ろうどう LK
資本     労働



完全競争市場では、「上手な仕入れ」の方法として、価格と限界費用を比べ
て、価格よりも限界費用が小さい時には、その原材料を仕入れる（選択する）、
価格よりも限界費用が大きい時には、購入しないという選択をします。

最小支出の仕入れ（原材料選択）

かんぜん きょうそう しじょう じょうず しい

くら

価格 ＞ 限界費用 選択  

比べて!

上手な仕入れ

価格 ＝ 限界費用 選択  

価格 ＜ 限界費用 選択しない  

限界費用価格

さいしょうししゅつ しい  げんざいりょうせんたく

完全競争市場における



たとえば、商品価格が100円であるときに、その原材料の限界費用が５０円
であれば、その原材料を購入して、生産を続けます。もし、限界費用が、商品価格
100円を超えて、150円になっていれば、その原材料を買わないようにします。そこで生
産を続けると、損失が出てしまうからです。価格(100)ｰ限界費用(150)＝損失(ー５０）

限界費用 ＜ 価格 選択  

限界費用 ＞ 価格   選択しない  

50円 100円 

１５０円 100円 

げんかい ひよう かかく   せんたく

げんかい ひよう かかく   せんたく

NO！



完全競争市場では、1円あたりの限界費用が小さい順に原材料を選択し、価
格=限界費用となるところで生産を止めます。すると、1円あたりの限界費用が均等となり、
その生産量で利潤は最大化されます。（価格＝限界費用で利潤最大化が実現します。）

最小支出の仕入れ（原材料選択） せいさんりょう けってい

価格 ＞ 限界費用 選択  

生産量 決定
価格 ＝ 限界費用 選択  

利潤最大化の実現

価格 ＝ 限界費用

さいしょうししゅつ しい  げんざいりょうせんたく

かかく げんかいひよう

りじゅん  さいだいか じつげん

かんぜん きょうそう しじょう じょうず しい ひようさいしょうか
上手な仕入れ完全競争市場における (費用最小化）



げんかい  ひよう

ちなみに、限界費用とは、原材料（生産要素財）を1単位追加で増やした時
に支払われる追加費用のことです。完全競争市場では、限界費用は徐々に
増加していきます。（ここでは、生産要素財に労働（L）を充てています。）

１ ２ ３ 個数

限界費用

限界費用逓増を仮定
げんかいひよう ていぞう かてい

1個目 ２個目 ３個目
いっこめ にこめ さんこめ

限界費用

追加原材料一単位の費用
ついか げんざいりょう いち たんい ひよう

L(労働)

L3

げんかい ひよう

ろうどう



そう  ひよう

総費用とは、購入商品の組み合わせ全体にかかる費用のことです。

全体の費用
ぜんたい  ひよう

総費用

１ ２ ３ 個数

総効用

購入原材料の組みあわせ
こうにゅう げんざいりょう  く

1個目 ２個目 ３個目
いっこめ にこめ さんこめ

＋ ＋限界費用逓増を仮定
げんかいひよう ていぞう かてい

L3

そう ひよう



こうどう かんすう とら

Ⅱ 行動を関数で捉える！



限界効用理論は、消費者や生産者の行動を数学を使って説明しようとしたも
のです。行動とは、効用を最大化させようとする消費者や利潤を最大化させ
ようとする生産者の「選択」のことです。数学とは、関数の性質を利用することです。

行動 関数
こうどう かんすう

等式
とうしき

Y=ax+ｂ

利潤

効用
こうよう

りじゅん



関数
かんすう なに

関数とは、「Ｘの値に対応してＹの値が決まる」という変数の依存関係を表す
等式のことです。たとえば、Y＝２Xを、「YはXの関数である」といいます。

2つの変数の関係を表す等式

Y=2x

Yの値が決まる等式

って何？
ある変数に依存して別の値を返す等式

Xが１ならば、Ｙは２と決まる。
りんご1個なら、オレンジは2個に決まる。

ふた へんすう かんけい あらわ とうしき

へんすう いぞん べつ あたい かえ とうしき

ワイ 二 エックス

エックス あたい き
Xが２ならば、Ｙは４と決まる。
りんご2個なら、オレンジは4個に決まる。

Xの値が決まると

ワイ あたい き とうしき

“yはxの関数である”

XY

ワイ エックス かんすう

X X

Y

YY

Y Y



総効用の振る舞いを効用関数で捉えます。総効用とは、商品の組合わせ（全体）を
消費することで得られる効用（満足度）のことです。一方、総費用の振る舞いを費用
関数で捉えます。総費用とは、生産者が生産にかける原材料費（全体）のことです。

そうこうよう こうよう かんすう

総費用 費用関数
そう ひよう ひよう かんすう

総効用 効用関数



こうよう かんすう

効用関数は、消費者がある商品（財）の組み合わせから得られる満足度（効
用）を数値化した等式です。グラフは、横軸の消費量に応じて、縦軸の総効用
が徐々に増えていく様子を表しています。

効用関数

５ １０ １５

113
100

62.5

 ０

総効用（U）

消費量（ｘ）

X（数量） ａと Ｃは任意の定数U：Utility（効用）
ユーティリティ

U（総効用） 数量(x)

0 0

62.5 ５

100 10

113 15

2

１
U＝ー ＋aX＋Cｘ2

2
１

U＝ー  ＋15Xｘ2 



ひよう かんすう

費用関数とは、ある生産量を実現するために必要な最小の費用を表す関数
です。原材料（生産要素財）の価格と商品の価格から導出されます。

費用関数

生産量（ｘ）

X（数量） ａとｂは任意の定数C：Cost（費用）
コスト

C（総費用） 数量(x)

0 0

12.5 ５

50 10

113 15

2

１
C＝ ＋ax＋bｘ2

2

１
C＝   ｘ2 

すうりょう にんい ていすう

但し、aとｂは0とする

５ １０ １５

113

50

12.5
 ０

総費用（C）

ひよう かんすう

ただ



ひよう かんすう

グラフは、完全競争市場において生産量に応じて、縦軸の総費用が急激に増
えていく様子を表しています。(参考までに、生産関数は、与えられた労働（L）と資本
（K）の組み合わせでどれだけの商品が生産できるかを表します。）

費用関数

生産量（ｘ）

X（数量） ａとｂは任意の定数C：Cost（費用）
コスト

C（総費用） 数量(x)

0 0

12.5 ５

50 10

113 15

2

１
C＝ ＋ax＋bｘ2

2

１
C＝   ｘ2 

すうりょう にんい ていすう

但し、aとｂは0とする

５ １０ １５

113

50

12.5
 ０

総費用（C）

ひよう かんすう

ただ



こうようかんすう じゅようかんすう どうしゅつ

Ⅲｰ➀ 効用関数から需要関数の導出！



効用関数を微分して導出される関数を限界効用関数といいます。限界効用関
数は、財やサービスを1単位追加的に消費した場合の効用（満足度）の増加分を表します。
グラフは、消費量が増えるにつれて、限界効用が減少していく様子を表しています。

げんかい こうよう かんすう
限界効用関数

X（数量） ｍは任意の定数

MU：Marginal Utility（限界効用）
マージナル ユーティリティ

MU（限界効用） 数量(x)

110 0

100 ５

62.5 10

 ０ 15

MU＝ー ＋ｍｘ

MU＝－ ＋110ｘ

５  １０    １５

110
100

62.5

 ０

限界効用（MU）

消費量（ｘ）

最大満足が得られる

購入商品の組合わせ

すうりょう  にんい  ていすう



じゅよう きょくせんしきげんかい こうよう かんすう

限界効用関数の限界効用（MU）を価格（P）に置き換えると、需要曲線式に
なります。

限界効用関数 需要曲線式

数量

へんかん

数量

MU＝－ｘ＋ｍ

限界効用 価格

P＝－ｘ＋ｍ

限界効用を価格

に変換する！
げんかいこうよう     かかく

価格関数ともいうよ！
かかくかんすう



じゅよう かんすうじゅよう きょくせんしき

需要曲線式と需要関数は同じ等式です。したがって、効用関数を微分すると、
需要関数が得られます。

需要関数需要曲線式

P＝－ｘ＋ｍ

効用関数を微分すると需要関数が得られる！

じゅようりょう おう

Ｘ＝－Ｐ＋ｍ
需要量(x)に応じて 価格(P)に応じて

価格(P)が決まる関数
かかく き かんすう

こうよう  かんすう びぶん じゅよう かんすう え

需要量(x)が決まる関数
じゅようりょう き かんすう

かかく おう

同じ等式だ！
おな とうしき



ひようかんすう きょうきゅうかんすう どうしゅつ

Ⅲｰ➁ 費用関数から供給関数の導出！



げんかい ひよう かんすう

費用関数を微分して導出される関数を限界費用関数といいます。限界費用とは、
財やサービスを1単位追加的に生産するのに必要な原材料費の増加分のことです。グラフ
は生産量が増えるにつれて、原材料費（生産コスト）が増加していく様子を表しています。

限界費用関数

5 100 110

120
110

 15
 10

0

限界費用（MC）

生産量（ｘ）

X（数量） ｎは任意の定数

MC：Marginal Cost（限界費用）
マージナル・コスト     げんかいひよう

MC（限界費用) 数量(x)

10 0

15 ５

110 100

120 110

MC＝ ＋ｎｘ

MC＝ ＋10ｘ
すうりょう  にんい ていすう



げんかい ひよう かんすう

限界費用関数の限界費用（MC）を価格（P）に置き換えると、供給曲線式に
なります。

限界費用関数
きょうきゅうきょくせんしき
供給曲線式

数量

へんかん

数量

MC＝ｘ＋ｎ

限界費用 価格

P＝ｘ＋ｎ

限界費用を価格

に変換する！
げんかい ひよう     かかく

価格関数ともいうよ！
かかくかんすう



きょうきゅうきょくせんしき

供給曲線式と供給関数は同じ等式です。したがって、費用関数を微分すると、
供給関数が得られます。

きょうきゅうかんすう
供給関数供給曲線式

P＝ｘ＋ｎ

費用関数を微分すると供給関数が得られる！

せいさんりょう おう

Ｘ＝Ｐ－ｎ
生産量(x)に応じて 価格(P)に応じて

価格(P)が決まる関数
かかく き かんすう

ひよう  かんすう  びぶん きょうきゅうかんすう え

生産量(x)が決まる関数
せいさんりょう  き かんすう

かかく おう

同じ等式だ！
おな とうしき



ところで、最大利潤を求める問題に対して、最小費用を求めることで、最大利
潤が求められるような問題を双対問題といいます。つまり、主問題が最大化

問題である場合、その双対問題は最小化問題になります。直接、生産関数が

求められない場合でも、費用関数を微分することで最大利潤が求められます。

最小化問題
さいしょうかもんだい

双対問題 (Dual Problem）
そうつい    もんだい     デュアル プロブレム

最大化問題
さいだいか  もんだい

X+Y=100であるとき、どちらかの値がわかれば、残りもわかる！
あたい のこ



びぶん なに

Ⅳ 微分って何？



微分
びぶん

微分とは、瞬間の変化率のことです。グラフで見ると、関数の各点における接
線の傾き（変化の割合）のことです。縦軸の変化量（ΔY）を横軸の変化量（ΔX）で割ったものです。

さいてき

１０ ２０ ３０ ｘ

30

20

10

0

Y
瞬間の変化率＝

⊿Y

⊿Ｘしゅんかん へんかりつ

⊿Y： Yのわずかな変化分 

⊿X: Xのわずかな変化分

関数における

せっせん  かたむ
接線の傾き
かんすう

デルタエックス

デルタワイ

デルタワイ  ワイ  へんかぶん

デルタエックス エックス  へんかぶん



原始関数
げんし かんすう

具体的には、ある関数の導関数を求める演算のことです。元の関数のことを
原始関数、原始関数を微分して導かれる関数を導関数といいます。導関数は、
瞬間の速度や加速度を捉えたり、最大値や最小値を見つけるのに役立ちます。

f
エフ

導関数
どう かんすう

f́
エフダッシュ

最大値、最小値

瞬間の速度、加速度
しゅんかん そくど  かそくど

さいだいち さいしょうち

微分
びぶん

何がわかるの？
なに



微分の仕方
びぶん しかた

さいてき

導関数の定義式に当てはめる

びぶん こうしき あ
微分公式に当てはめる

どうかんすう ていぎしき あ

微分には、「導関数の定義式」と「微分公式」を利用する２つのやり方があり
ます。導関数の定義式に当てはめる方法と、微分公式を使う方法です。



導関数の定義式

関数 f を微分せよ！

どうかんすう ていぎしき

導関数の定義式を用いる方法では、問題の関数を導関数の定義式に当
てはめ、関数を展開して導関数を求めます。この方法は一般的で、ど
のような関数にも適用できますが、時間がかかります。

f(a+h)は(x+h)2

と置き換えるよ！

hを限りなく「０」
近づけると



微分公式

関数 f を微分せよ！

びぶん こうしき

微分法の公式は、一般的な関数の形に対応した導関数の形を覚えてお
くものです。機械的に導関数が求まります。

簡単だ！

エフ・ダッシュ・エックス・ エヌ



関数fのある点での接線の傾きは、その点での微分値を表します。微分値は、
導関数のグラフの高さを表します。関数のある点での接線の傾きを求めるこ
とは、微分値を求めることと同じです。

どう かんすう エフダッシュ

導関数 ｆ
かんすう    エフ
関数 ｆ

傾き＝
たか

0 1 2 ３

高さ

６

1単位

縦の変化分

横の変化分

たて  へんかぶん

よこ  へんかぶん

かたむ

´

６
9

X2＝32
の場合ｆが

2X＝2×3 の場合

ｆ’がX＝３のときの微分値は６

微分係数は２である。
びぶんち

びぶんけいすう

３ X X

Y
Y’



関数のグラフと接線の傾きから
かんすう せっせん かたむ

関数のグラフの「接線の傾き」を調べると、その関数の最大値や最小値がわ
かります。接線の傾きがゼロ（水平）となる地点を探せばよいのです。

最大値や最小値がわかる
さいだいち さいしょうち

接線の傾き＝水平 ０「 」
せっせん かたむ すいへい   ゼロ

Y

X

Y

X

最大値

最小値

さいだいち

さいしょうち



ここで、演習問題を解いて見ましょう。
えんしゅうもんだい と み



限界効用関数がMU＝-Q+11、限界費用関数がMC＝Q＋１

問題

であるとき、均衡価格と均衡取引量を求めよ。
げんかいこうようかんすう  げんかいひようかんすう

きんこうかかく きんこうとりひきりょう



限界効用MUをPに、限界費用MCをPに置き換えると、需要曲線式➀と供給
曲線式➁が得られます。両式を連立させて均衡価格Pと均衡取引量Qを求めます。

MUとMCをPに置き換える。すると、需要曲線式と供給曲線式が得られる。

供給曲線式

需要曲線式
MU P

MC P

じゅよう きょくせん しき

きょうきゅう きょくせん しき

P＝ーQ＋１１ ➀

- - -P＝Q＋１        ②

- - -

限界効用関数

MU＝-Q+11

MC＝Q＋１

限界費用関数
げんかい  ひよう   かんすう

エムユ― エムシー ピィ お か じゅよう きょくせんしき きょうきゅうきょくせんしき え

げんかい こうよう かんすう

解答



式➀と式②を足すとQが消えてPの値が求まります。この値をどちらかの方程
式に代入すると、Ｑの値が求まります。

連立方程式を解く
れんりつ ほうていしき  と

QとPを未知数とする

連立方程式
れんりつ ほうていしき

キュー ピィ みちすう

P＝ーQ＋１１ ➀
P＝Q＋１        ②- - -

- - -

式①と式②を足すと、

Qが消えて、２P＝11＋1 となります。

2P=12、 だから、Ｐ＝６、
次に、求めたPの値を式②に代入すると、

６＝Q＋１ になります。

整理すると、Ｑ＝５

答え Ｐ＝６ Ｑ＝５

しき しき た

キュー  き

つぎ もと あたい しき だいにゅう

こた

せいり



すると、均衡価格Pは６、均衡取引量Qは、５となります。

連立方程式を解く
れんりつ ほうていしき  と

QとPを未知数とする

供給曲線式

需要曲線式

P＝ーQ＋１１

P＝Q＋１

じゅよう きょくせん しき

きょうきゅう きょくせん しき

連立方程式
れんりつ ほうていしき

キュー ピィ みちすう

P＝ーQ＋１１ ➀
P＝Q＋１        ②- - -

- - -

均衡取引量 ５

均衡価格 ６
きんこう かかく

きんこう  とりひきりょう



これをグラフで確認してみましょう。需要曲線と供給曲線の交点に、縦軸の目
盛Pに均衡価格６、横軸の目盛Qに均衡取引量５が読み取れます。

P=Q＋1
供給曲線式

需要曲線式

P=ーQ＋11

均衡点
きんこうてん

均衡取引量 ５

均衡価格 ６
きんこう かかく

きんこう  とりひきりょう

しじょうきんこう



まとめ

➀

②

➂ 

効用関数を微分すると、需要関数が導出される。

ひよう かんすう  びぶん きょうきゅうかんすう どうしゅつ  

費用関数を微分すると、供給関数が導出される。

こうよう かんすう  びぶん じゅよう かんすう どうしゅつ  

双対問題として費用関数から、最大利潤は求められる。
そうついもんだい ひよう かんすう さいだい りじゅん もと

⑤ 

④ 原始関数の接線の傾きと微分値は同じものである。

じょう さいだいち さいしょうち びぶんち
グラフ上の最大値や最小値は、微分値＝０に表れる。

げんし かんすう  せっせん かたむ びぶんち おな



では、また次回



制作 金融大学
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